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Osnova

m formulace problému
m transformace lokalnich sou¥adnic
m Eulerovy dhly
m jednotkové kvaterninony rotace
m od pozice k rychlosti

m kontaktni dlohy

m bez t¥eni, reformulace na QP
m kritce o Coulombovském t¥eni

P¥ednaska obsahuje 4 videa, jeden p¥iklad a jeden dikaz.



Formulace problému




Formulace problému

Vztah mezi lokdlnim a globalnim systémem

T :=[Tx, Ty, T:]" - poloha t&2iété v globalnim soufadnicovém systému,

¢, 0,1 - Eulerovy uhly rotace.

rgtob = T + Rriok

Nok € R3 sou¥adnice bodu v lokaInim systému,
reiob € R® sou¥adnice bodu v globalnim systému.
R € R*? matice rotace (z ¢, 0,).



Eulerovy thly rotace

rok € R®



Eulerovy thly rotace
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Eulerovy (hly rotace

1 0 0
Ro=1] 0 cosf —sinb
0 sinf cosf

Ra Ry riok




Eulerovy thly rotace

0 ; 3 ,’,
KV\ costp —siny 0
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Eulerovy (hly rotace

rgob = T + R3Ro Ry ok
——

=R

coscos¢ — cosfsinpsiny —sinycos¢p —coshsingpcosty  sinfsing
R =] cosvcos¢+ cosfcospsinyy —sinysing+ cosfcospcosty —sinbsing
sin @ sin sin 0 cos ¢ cos

Uloha se méni v &ase (Ti(t), T, (t), Tx(t), ¢(t), 0(t),(t)), tj. okamzitd poloha
bodu v &ase t € RT
reob(t) = T(t) 4 R(t)riok



rgion(t) = T(t) + R(t)riok
OkamZitou rychlost ziskdme derivaci dle t

fgiob = T + Rriok
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Rychlost

R je ortogonalni, tj.
derivaci

Upravou )
RRT
RRT

= matice RR” je antisymetricka.

Je to matice vektorového sou&inu.



Matice vektorového sou&inu

Méjme u= [Lll, up, U3]T S R3, v = [Vl, Vo, V3]T c R3.

Pak
i j k urvz — Vous
uxv=1| u u w3 |=(wv—vou)it(uzvi—uivz)j+(uivo—wvi)k = | wvi —uiv3
Vi V2 V3 uive — upvy

Lze v8ak také maticové

uv3 — vou3
uXxXv=1obov= usvy — u1vs
vy — uz2vy

kde i1 € R*® je matice vektorového soutinu

0 —u3 us
U= u3 0 —u
—u 0
~T

Tato matice je antisymetricka, tj. o = —0



Rychlost

Oznatme
©:=R"R.
Pak dpravou
O = R'R
R: = RRTR
Ro = R
Dosazenim . .
Fggob = T + Rriok
tgob = T + Rwriok
Fgob = T+ R(W X riok)

kde & = [$,0,4]" € R® je tihlova rychlost.



rgob = T + Rriok
iglob

T =+ R((;J X r,ok)
Vycislit R znamen3 vydislit goniometrické funkce.

Jednothovy kvaternion rotace
R}>[6,0,9] =w

e:=[e,e1,&,e3] ERY, Jlef| =1
Diky této reprezentaci nebude nutno vycislovat goniometrické funkce.
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Kvateriony misto Eulerovych dhli

Zaved me matice

—€1 €o
E = —e e3
—€ —&
—e €0
G=| —& -—e
—€3 €2

kde

-
€123 = [61, €2, 63]

—€3 €2
e —e | =[—es, &3+ el]
€1 €0
€3 —€
€ e = [—e123, —&123 + &]
—€1 €o

T T 1T
, €= [60761562763] = [6076123]



Kvateriony misto Eulerovych dhli

Plati

Ee

Ge

—er

—e3

—er

—e
—e3
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—e3
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Kvateriony misto Eulerovych dhli

Plati
—€1 €o
EET = —e €3
—€3 —&

(Matice E ma ortonormalni ¥adky)

—e€1 —E€2
ETE = € €3
—€3 €o
€ —€1
Obdobné

& e —e1 —e —e3
- 2
€0 €3 —€
€ —e1
—€3 €0 €1
€1 €0
€2 —€1 €o
—e3
—€1 €0 —€3 €
—€
—e €3 €0 —€
€1
—€ —& €1 €0
€0

GG =1, G'G=1—ee"

=1/ —ee

T 6R4



Kvateriony misto Eulerovych dhli

Plati (1)

—a @ —& e A Te s
EGT _ —e . & e €o —€3 €2
—e e e e e e
—€ €1 €o

& —e—6—6e 2ee— 26 2e1e3 + 200

= 2e1e2 + 2epe3 e —el+e3—é? 2e2e3 — 2e16p

2e1e3 — 202 2ere3 + 2e169 eg —e?— &2 — e32
- ...—R

Obdobné se di ukazat ) ]
EGT =EGT

Pak . . . .
R=EGT +EG" =2EG"



Kvateriony misto Eulerovych dhli

Pro derivaci kvaterninii plati (d4 se ukazat z vlastnosti vektorového soutinu)
.1 7.
e=-EFEw
2

Proto ddle budeme popisovat polohu lokalnich soufanic v globdlnim systému
pomoci zobecnéného vektoru pozice a zobecnéného vektoru rychlosti

;
Ti Iy
gi = € € R7, Vi ‘= TZ €R®
€1 (’b
e 0
- P




Od rychlosti k poloze

Casové schéma

Aproximace derivace diferenci

q(t) = Amw ~ q(t):w _

Casové schéma md pak tvar
q(t +h) = q(t) + hq(t) ,
kde h € RT je dostate¢n& maly &asovy krok.

S kvaternionem rotace pak

q(t+h):q(t)+h{ o oipr } v(t) .
_2,_/

=Q



Algoritmus

Dano q(0) € R™™, v(0) € R®™,

Zvol &asovy krok h > 0
=0

dokud t < tmnax

q(t+ h) == q(t) + hQv(t)
spolti v(t + h)

t:=t+h
konec dokud




pust animaci.
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Vypocet rychlosti

Ukolem je tedy nalézt vektor aktudlni rychlosti v(t), jeho? ptiriistek oproti
v(t — h) je zavisly na

m hmotnosti jednotlivych téles,

m plsobicich vn&jsich silich F(t,q, v),

m kontaktech a omezujicich podminkach.

MV = Fc+ Foe  M(v(t+ h) —v(t)) = h(Fex + Fc) ,
kde
m M je zobecn&nd matice hmotnosti (diagondlini),
m Fc je vektor sil vyvolanych omezenim,

m Feo je vektor vnéjsich sil.

Upravou
v(t+h) = v(t) + AM~(Fex + Fc)



Vektor vnéjsich sil - gravitace

Fe=mg, m=pV

Fext - [0707 _Fg707070]T

Diéno q(0) € R™™, v(0) € R%"™.

Zvol &asovy krok h > 0
t:=0

dokud t < tmax

a(t + ) = a(t) + hQv ()
V(t + h) = V(t) + Mil(Fext + FC)

t:=t+h

konec dokud




pust dal¥i skv&lou animaci.
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Kontakt a omezeni

UvaZujme kontakt mezi télesy T a Tg.




Kontakt a omezeni

Oznatme na(C) jako vn&jsi jednotkovou normdlu t&lesa Ta v bod& kontaktu C
v globalnim soufadnicovém systému.

~

Zména pozice tézisté
Té&leso T4 plsobi na té&leso Tg silou
Fg :=7na(C) ,

kde ¥ > 0 je neznama velikost plisobici sily.
Tato sila ovlyvni zm&nu polohy t&lesa Tg (slozky rychlosti télesa odpovidajici
poloze t&Ziste).

Zména rotace télesa

Zménu rotace télesa Tg ovlyviiuje kroutici moment
i B
MB =C X FB 9

kde CB jsou sou¥adnice bodu C v lokaInim soufadnicovém systému t&lesa Tp.



Kontakt a omezeni

Upravou _
Mg = CB x Fg = 5(CB x na(C)) =5CPna(C) .

Naopak na téleso T4 ptisobi opaéna sila
Fa:=—3na(C),

a kroutici moment ~
MA = CA X FA = —’_}/CAHA(C) .



Kontakt a omezeni

P¥ipomefime

Fa
My
Fs
Mg

kde

=yna(C)
—5C%na(C)

Fna(C)
FCBna(C)

—nA(C)
—C*na(C)

NnA(C)

CBna(C)

=21



Kontakt a omezeni

Pokud se ndm podaf¥i uréit velikost plsobici sily 4, pak vyslednou zmé&nu
rychlosti Ize spotitat z rovnice

M(v(t+ h) — v(t)) = hFext + D,

kde v := h7.



Kontakt a omezeni

Priklad
UvaZujme systém t¥i téles T(l), T(Q), T(3).




Kontakt a omezeni

m vektor zobecn&né polohy g = [q(Tl)7 Tz), g]T € R¥*
m vektor zobecn&né rychlosti v = [vg 2), ]T € R,

Hleddme velikosti Sesti neznamych sil:
m sila, kterou pisobi té&leso T(1) na t&leso T(y),
m sila, kterou pisobi té&leso Tz na t&leso T(y),
m sila, kterou pisobi té&leso T2 na t&leso T(3),
m sila, kterou plsobf t&leso T3 na téleso T(y),
m sila, kterou pisobi t&leso T(1) na t&leso T(3),

m sila, kterou pisobi t&leso T(3) na t&leso T(y),

&ili hledame v = [v(1,2), V2,10, V(2,35 V3,20 Y(1,3): Ya.0)] T € RE.



Kontakt a omezeni

Matice D € R3*%® m3 blokovou strukturu

—n(1)(Ca,2) 22)(¢(1,2)) 0
~(1 ~(1
*Cél?z)"u)(cu.,z)) C<(1,)z>"(z)(c<1,2>> 0
")(1)“(1,2)) *")<2)(C<1,2>) —n(2)(¢(2,3))
(s _ _
2" mc2) @) 423" 2,3
0 ° "(2)(¢(2,3))
0

0 Cg,)s) 2)((2,3))

0 ?;m(%,aﬂ ( ")<3)(C<1,3>)
=(1 =(1
0 3" C3)  Ca3)"3)(C.3)
MONCOL 0 0
C((z,)a)"(sﬂc(z,z)) 0
—7(3)(¢(2,3)) "(1)(€(1,3)) —n3)(¢(1,3))

*5(2,)3)"@“(2,3)) ) —E e

0



Kontakt a omezeni

Podminku nepronikani téles T4 a Tg popisuje tzv. gap funkce
¢ : R SR

~ "vzdalenost t&les” (nejmensi vzdilenost bodl jednoho a druhého télesa).

Plati
m ®([ga, gg]) = 0 pokud jsou télesa v kontaktu,
m ®([ga, gg]) > 0 pokud té&lesa nejsou v kontaktu,
m ®([ga, gs]) < 0 pokud té&lesa " pronikla do sebe”.
Pro normalové napéti v bod& kontaktu plati
m pokud jsou té&lesa v kontaktu, normdlové napéti existuje,
m pokud télesa nejsou v kontaktu, normdlové napéti neexistuje.
Ziskdame podminku komplementarity a tedy uZitim gap funkce lze definovat
podminky pro vypodet velikosti pisobicich sil

0<®(q)Ly>0.

< (numericky stabilng&jsi)

Og%d)(q)—s—DTv(t—i—h)LfyZOA



Linear complementarity problem

Ukolem je tedy YeSit nasledujici problém.

Linear complementarity problem (LCP)

M(v(t + h) — v(t)) = hFext + Dy
£0(q) + DTv(t + h) >0
%¢(q)+DTV(t+h) Lo

720



QP s linedrnim omezenim

Theorem

Reseni optimalizaéni ilohy

.1 7 T
mig gy Nyt ety
kde
N:=D"M'D

ro= %¢ +D"M 'k

k := Mv(t) + h.Fex

Je ekvivalentni s FeSenim pivodni dlohy (LCP).



QP s linedrnim omezenim

Diikaz

Lagrangeova funkce ma tvar
L(v,A) = %’YTN’Y +riy = ATy
a odpovidajici KKT podminky
Ny+r—X=0
720
A>0
4TA=0
Podminky (4b) a (1d) jsou stejné. Z podminky (4a) p¥imo plyne
A=Ny+r
a spolu s (3a),(3b),(3c) a dosazenim do (4d) ziskame

0 YA =~T(Ny+r)

Y (DTM™'Dy+ 1+ DTM k)

Y (DTM™'Dy + 3¢ + DTM™ (Mv(t) + h.Fee))
Y (3 4+ DT(v(t) + M™'Dy + h.M™ " Fey))

(42)
(4b)
(4c)
(4d)



QP s linedrnim omezenim

N&sledn& uzitim (1a) ziskdme
0= WT(%tb + DT (v(t) + M7 Dy + h.M ' Foy))

co? je podminka (1c).
Nakonec dosazenim podminky (5) do (4c) lze ziskat

0§A:N’y+r:%¢+DTV(t+h),

coZ je podminka (1b).



Algoritmus

Dadno q(0) € R™™, v(0) € R®™,

Zvol &asovy krok h > 0
t:=0

dokud t < tmax
a(t + h) = q(t) + hQu(t)
Nalezeni kontakty.

Pokud neexistuji kontakty, poloZ v := 0

Pokud existuji kontakty, sestav N,r a vyre§ optima-
liza&ni problém

v(t+ h) = v(t) + M~ (hFee + D7)

t:=t+h

konec dokud




Nefldkej se a pust dal3i animaci.
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Tt¥eni

UvaZujme (opét) kontakt mezi t&lesy Ta a Tsg.
Oznatme

m n € R3? jednotkovy normalovy vektor kontaktu v globélnich sou¥adnicich,

m u,w € R3? jednotkové smérové vektory kontaktni roviny v globalnich
soufadnicich.

Otividn& {n, u, w} je mnoZina ortonormalnich vektord (a tvofi bazi te¢ného
prostoru).

T¥eci silu plsobici v bod& kontaktu na téleso A pak miZeme vyjadFit jako
F=Fo+ Fr=yn+ywu+yww,
kde

Fn =~.n € R® je normalova slozka t¥eci sily,
Fr =~yuu~+yww € R? je tetna slozka trec sily,

vn > 0 je velikost normédlové slozky tteci sily F,

Yu, 7w € R jsou velikosti te€nych sloZek t¥eci sily F.



Tt¥eni

Vztah mezi jednotlivymi sloZzkami t¥eci sily popisuje nap¥iklad Coulombiiv
model treni.

Coulombiiv model t¥eni

>0, ®(q) >0, ®(gq)yn=0, (6a)
VR + 73 < (6b)
Ivrll (w9 — VB +93) =0, (6c)

(Fryvr) = —[IFrlllvrll . (6d)

Objasnéme vyznam jednotlivych rovnic.



Tt¥eni

Y20, ®(q) >0, ®(q)7. =0
podminka komplementarity gap funkce ® a velikosti normalové slozky ~,

m normélova slozka tfeci sily je vzdy nezdporna (pokud uvaZujeme kontakt,
pak téleso A nemize plsobit na téleso B silou, kterd smé&fuje "od
télesa” B),

m hodnota gap funkce je vZdy nezdporna (vzdalenost téles A a B je
nezdpornd),

m pokud je normalova slozka nenulova, pak je nulovd vzdalenost téles,

m pokud je vzdalenost téles nenulova, pak je normalova slozka tfeci sily
nulova,

m miZe nastat situace, Ze vzdalenost téles je nulovd i normalova slozka tfeci
sily je nulova (t&lesa jsou "v klidu” v kontaktu).



Tt¥eni

VY +7 < wva

rovnice vztahu mezi velikosti normalové slozky tteci sily a te¢né slozky t¥eci sily,
tj.
IFrll < ullFnll
kde u € (0,1) je koeficient t¥eni takovy, Ze
m pokud p = 1, pak velikost te¢né slozky t¥eci sily miZe byt maximalng
rovna velikosti normalové sily,
m pokud p = 0, pak velikost te&né slozky tfeci sily je vZdy nulova, &ili sila
pusobi pouze ve sméru normaly kontaktu a tedy nedochazi ke t¥eni.



Tt¥eni

lvrll (e = VAE+9%) =0

podminka komplementarity mezi velikosti rychlosti pohybu télesa v te¢ném
sméru a dosaZeni maximalni moZné velikosti tfeci sily vzhledem k omezenf{
p¥edchozi rovnici

m pokud nedojde k maximalni moZzné velikosti tfeci sily vzhledem k p, tj.
|Fr]| < w||Fnl|, pak velikost te€né rychlosti t&lesa je nulova.

m pokud naopak dojde k maximalni mozné velikosti te¢né sily, pak dochazi k
presmyku a velikost te¢né rychlosti miZe byt jakdkoliv.



Tt¥eni

(Fr,vr) = —=[IFrl.[lvr]l

podminka sméru tfeci sily a te¢né rychlosti, konkrétné pro thel mezi témito
vektory plati
(Fr,vr) -
cosp = ————=-—1, tj. p=-—-7.
IFrll-[[vrll ’
Cili te¢na slozka teci sily ma opa&ny smér jako vektor rychlosti presmyku
(kluzn& rychlost).



Obdobné& jako v tloze bez tfeni

Fa = —7an —yuu0—youw
Fs =

Yo + Yul + YW
kde

_577
= Sv,

¥ = Doy Yoy 1] € R
S :=[n,u,w] € R*?

«O>r «Fr <
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Tt¥eni

My = C*xFa=—C"x(57)=—C"Sy,
Mg = CBxFg=CBx(Sy)=C8BSy,
Pak
Fa -5y
o Ma | | —ChSy |
Fc = Fs = NS'Y =D~ ,
Mg CBSy
kde
-S
—CAs
D := S

CBs



Quadratic Cone Complementarity problem

Theorem
Reseni optimaliza&ni dlohy
min 1'yTN7 +rTy
7>Q 2 ’
kde
N:=D"M'D
1
r= [E¢70701T 4 DTMflk
k :== Mv(t) + h.Fex

leﬂl><"'><an
Qi ={lxy,2]" €R’: y?+22 < pix}

je ekvivalentni s FeSenim pivodni dlohy.

(7a)
(7b)
(7¢)
(7d)
(7e)
(7f)



Dikaz

PH&tE.

<O <Fr o«

Q>



m h="

m efektivni implementace (GPU)
m detekce kontakti

m domain decomposition (?)

m QP Yesit

«O>r «Fr <
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